Réseaux de files d’attente

CHAINE DE MARKOV

Nous considérons un systéme qui peut prendre différents états parmi un ensemble E :
E={E,i=12..}.

Les changementsd’ état se produisent dans |e cas des chalnes de Markov adesinstants
déterminés en un nombre dénombrable que nous noteronsty, t,..., ty, ... Nous appel-
lerons Py(t,) la probabilité que, aladatety, le systeme soit dans |’ état E,..

On suppose que latransition de I’ état E; al’état E; ne dépend que de ces deux états.
On note p;; laprobabilité gu’ unetelletransition ait Hieu. A I'instant initial tg on connait
les différentes probabilités initiales : Py(tg). L' ensemble {p;;, Py(to) et Ej, i =1, 2...}
forme une chaine de Markov.

Si I'’ensemble des états E est continu, lachaine de Markov est continue. Si les dates de
changement d’ état forment un ensemble continu, on définit un processus de Markov.
Nous nous intéresserons dans cette partie aun ensemble d' états E, fini ou dénombrab-
le. Nous avons |es équations suivantes ;

Lamatrice des pj; est une matrice stochastique puisque :

Exemple

Soit la chaine de Markov de matrice de transition P. Le graphe correspondant est
représenté alafigure C.1.
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FIGURE C.1 * Graphe de la matrice de transition P

On voit sur cet exemple que, partant de n'importe quel point, on est sir d'y revenir
apres un nombre de transitions fini. Les états sont dits récurrents. En revanche, dans
I’ exemple ci-dessous, certains états sont transitoires :

FIGURE C.2 « Exemple avec état transitoire

Dans cet exemple, I état E, est transitoire, |es trois autres états sont récurrents. Si la
matrice P peut se mettre, éventuellement aprés une nouvelle numérotation des états,
sous laforme suivante :
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ou P, et P, sont des sous-matrices carrées, la chaine de Markov est dite réductible,
dansle cas contraire, elle est dite irréductible. Dans une chaine de Markov réductible,
s I’on setrouve dans |’ un des états concernés par Py, il N’ est pas possible d' dler vers
P, et réciproguement. Dansle premier exemple, lachainede Markov était irréductible,
dans|’exemple suivant, il y atrois ensembles récurrents.

Si lamatrice P peut se mettre sous laforme:

partant d’ un état de Py, on peut aller vers un état de P,. En revanche, laréciproque est
fausse. Les états correspondant & P; sont transitoires, ceux correspondant a P, sont
récurrents. La chaine de Markov associée est réductible.

Lorsgue lamatrice P se présente sous laforme :

la chalne de Markov est dite périodique. Dans le cas contraire, €lle est apériodique.
Si le nombre d' états est fini, une chaine de Markov apériodique et irréductible est
ergodique, ' est-a-dire stable : on peut calculer pour chaque état la probabilité de s'y
trouver. On dit encore qu'il existe un régime permanent. Lorsque le nombre d’ états est
infini, noté, 0, 1, 2... une chaine de Markov apériodique et irréductible peut ne pas étre
ergodique, ' est-a-dire s éoigner de plus en plus de I’ é&at O pour ne plusy revenir.

L’ équation de Markov que nous avons introduite Pi(t + 1) = Z p;; Pi(t) peut mainte-
nant s écrire sous une forme matricielle : P(ty + 1) = P(ty) ? P ol P(t,) est le vecteur
des probabilités d’ état.

A partir de |’ &at initial, nous obtenons :

P (t) = P (to) Px.

Lachaine de Markov est ergodique s'il existe une limite, lorsque k tend vers’infini,
de P, soit :

P* =lim Pk

L e régime permanent est alors obtenu par :

P(t.) =P (to) P*



LES RESEAUX

Lerégime permanent dépend de |’ &at initial. Par exemple, dansle cas ou lachaine de
Markov est réductible et posséde plusieurs sous-chainesirréductibles, I’ état initial est
important. En revanche, si la chaine de Markov est irréductible et apériodique, la
matrice P atoutes ses lignes identiques et la multiplication de matrices du deuxiéme
membre est indépendante de I’ état initial et :

P (toc) = (Po, Pl)
ou Py, P;... est uneligne de lamatrice P*.

Gréce aux dérivations précédentes, nous pouvons calculer |es probabilités d' état dans
le régime permanent. En supposant |e nombre d’ états fini, le vecteur P° = (Pg, P;...
P,) est obtenu comme solution du systéme :

P° = P°P*.
Si P** = P* —1, il faut obtenir la solution de P°P** =0

FILE D’ATTENTE ET RESEAU DE FILES D’ATTENTE

Une file d attente peut étre représentée par le schéma suivant :

FIGURE C.3 « Une file d attente

Un client arrive suivant un certain processus A. Si le guichet de service est libre, le
clienty entreet il est servi avec un processus S. S'il n’ est pas seul danslafile d’ attente
ason arrivée, il lui est appliqué une discipline de service DS. Les plus classiques sont
FIFO (First In First Out) ou PAPS (Premier Arrivé, Premier Sorti) en francais. Cette
discipline peut étre différente de PAPS' (Premier Arrivé, Premier Servi) S'il y aplu-
sieurs guichets de service. Beaucoup d' autres disciplines de service existent : en par-
ticulier, LCFS (Last Come, First Served) ou DAPS (Dernier Arrivé, Premier Servi),
aléatoire... Le nombre de guichets n’ est pas obligatoirement unique, il peut y en avoir
C. Lafiled attente peut ne recevoir qu’ un nombrefini de clients que nous noteronsici
K. Si un client se présente lorsque lafile est pleing, il est refusé. Enfin, notons L le
nombre total de clients qui peuvent emprunter lafile d’ attente. Par exemple, dans un
systéme informatique transactionnel ou L terminaux sont connectés, il ne peut pasy
avoir plus de L clients dans lafile d’ attente. Ou encore, si les clients sont dans lafile
d attente, il ne peut y avoir d' arrivées.

Nous noterons unefile d' attente par : A/S/C (DS/K/L) ou A/S/IC/K/L (DS).

Les lettres les plus classiquement utilisées sont :
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* M pour markovien (ou poissonien ou exponentiel),

« D pour constant (déterministe),

* Ey pour Erlang k,

* H pour hyperexponentiel.

Nous verrons dans le paragraphe suivant |es définitions exactes de ces sigles.

Si lesvaleurs entre parenthéses ne sont pas explicitées, les valeurs a prendre par défaut
sont (FIFO, _, ).

Une file M/M/1 est donc une file avec un processus de Markov en entrée et en sortie,
un seul serveur, une discipline de service premier arrivé, premier servi, une capacité
infinie et un nombre infini de clients qui peuvent entrer dans cette file.

Pour arriver a modéliser des systemes beaucoup plus complexes, une file d' attente
simple n’est pas suffisante, il faut faire appel a des réseaux de files d' attente. Deux
catégories de réseaux seront étudiées : les réseaux ouverts qui possedent une (ou plu-
sieurs) entrées de I'extérieur et les réseaux fermés qui, au contraire, n'ont pas
d’entrées de |'extérieur. Le nombre de clients est dans ce cas fixe, ¢'est-a-dire
constant. Lorsque plusieurs classes de clients sont définies, si e réseau est ouvert pour
certaines classes et fermé pour d' autres, e réseau est alors mixte.

Réseau ouvert

Soit le réseau représenté figure C.4, contenant N files d’ attente. La station 0 est une
source et lastation N + 1 un puits. Il faut définir Ies probabilités de routage . Soit p;;
la probabilité qu'un client sortant de lafilei sedirige verslafilej. Nous avons:

Pj=0,1,23.N;j=12 .. N+1

Les p;; définissent une chaine de Markov, ¢’ est-&-dire que la probabilité d aller versj
en sortant de lafilei ne dépend pas desfiles dgja traversées.

Réseau fermé

Dansle cas d'un réseau fermé, lesfilesO et N + 1 n’existent pas et peuvent étre sup-
primées. Lorsgu’il y aplusieurs classes de clientsr = 1..., R il faut définir des proba-
bilités de routage en tenant compte de la classe du client. On definit p; jr, la
probabilité d’ aller delafilei en classer danslafilej en classer’.

Pour les réseaux ouverts, il faut aussi determiner les arrivees: pqg jr, 1a probabilité
lorsque I’on arrive de I" extérieur, d’ entrer danslafilej enclasser’ et p;, y + 1 lapro-
babilité qu'un client sortant delafilei en classer quitte le systéme.
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FIGURE C.4 * Un réseau de files d attente ouvert

LES PROCESSUS D’ENTREE ET DE SERVICE

Nous ne nous servirons dans la suite que de processus de renouvellement : les inter-
valles de temps entre deux arrivées ou les longueurs des services n’ ont aucune corrél-
ation entre eux. On retire un nouveau temps a chaque arrivée et a chague début de
service, indépendant de la valeur du précédent tirage.

On note Gl, une distribution générale suivant un processus de renouvellement et G le
cas |le plus général. Par exemple, pour une suite d’intervalles entre arrivées A4, A,
As... tirée suivant une distribution f, nous avons:

C'est un processus Gl suivant la distribution f. En revanche, si I’on prend la suite
suivante :

1004
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ou un intervalle est répété deux fois de suite, de telle sorte qu'il y a évidemment cor-
rélation entre deux arrivées successives A;,A;, nous avons un processus d' arrivée G
suivant ladistribution f.

Processus de Poisson et loi exponentielle

Un processus de Poisson correspond a des événements al éatoires dans le temps. Soit
t; les dates de ces événements, et soit :

un intervalle quel congque de durée t. Nous cherchons a préciser le nombre d’ événeme-
nts aléatoires qui alieu durant ce laps de temps. Des événements aléatoires sont dét-
erminés par le fait que dans un intervalle At infiniment petit, la probabilité qu'il y ait
un événement est égale aAAt, ou A est le taux d’ arrivée des événements. On suppose
que dans le temps At, il ne peut y avoir au plus qu’un événement. Il est clair que les
instants d' arrivées forment une chaine de Markov puisque, a partir d’un temps t;, la
probabilité d’un nouvel événement ne dépendra pas du passé avant t;.

De plus, s I’on décompose e temps en intervalles At, les différents points forment
aussi une chaine de Markov puisque le futur ne dépend que de ces points. Nous pou-
vons écrire I équation de Markov al’un de ces instants t,,, ot Pj(t,,) est la probabilité
d étredans |’ éat j au tempst, :

qui ici se décomposeen:

P (tn) = (1= AAY) P (th_ 1) + AL _1 (th_1)

cequi signifiequesoitdans!’intervaleAt il n'y apaseu d’ événement et lachaine était
déjadans|’état j au tempst, _ 4, soit il y aeu un événement, avec probabilité LAt et la
chaine était dans I'état j —1 au temps t,, _ 1. Cette derniére équation peut encore
s écrire:
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La solution de ces éguations donne le nombre d' événements dans le laps de temps t.
Soit P, (t) laprobabilité qu'il y ait n événements pendant le tempst. Nous obtenons :

C'est ladistribution de Poisson de paramétre A.

Nous pouvons également nousintéresser au temps qui s écoul e entre deux événements
successifs. Soit A cette variable aléatoire, nous avons :

Prob (A =0) =Ae
Ladistribution exponentielle de taux A se présente sous laforme:
f(t) = et

La fonction de répartition associée est F(t) = 1 — e L, La moyenne vaut /A et la
variance /A, de telle sorte que e carré du coefficient de variation vaut :

Distribution Erlang k

Laloi d Erlang peut étre représentée par une suite de lois exponentielles. En particu-
lier, ladistribution Erlang k de taux A est une somme de k distributions exponentielles
de taux A/k. C'est un produit de convolution de k distributions exponentielles ou
encore le produit des transformées de Laplace. On obtient la distribution :

Lafonction de répartition associée est :

Lavariance deladistribution Erlang k vaut 1/(k A,) detelle sorte que le carré du coef-
ficient de variation vaut :
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Distribution hyperexponentielle

La distribution hyperexponentielle peut étre représentée par un serveur paralléle de
stations exponentielles.

FIGURE C.5 * La loi hyperexponentielle

Avec |a probabilité g I’ intervalle de temps entre deux événements sera une loi expo-
nentielle de paramétre A;. Ladistribution se présente donc sous laforme:

Letaux delaloi hyperexponentielle vaut :

Lavariance:

1007
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Le carré du coefficient de variation que nous noterons CCV vaut danscecas:

Le carré du coefficient de variation vérifie I'inégalité CCV <.

Il faut noter que pour une valeur du carré du coefficient de variation supérieureal, on
peut trouver plusieurs distributions hyperexponentielles correspondantes. Une distri-
bution hyperexponentielle doit étre déterminée par tous ses moments ou I’ ensemble
des serveurs paralléles.

Comparaison des lois exponentielles, Erlang k
et hyperexponentielles

Cette comparaison peut s effectuer en examinant les carrés de coefficient de variation
qui peuvent étre schématisés selon lafigure C.6.

FIGURE C.6 * Comparaison des lois

Il faut encore noter que leslois Erlang k ne permettent pas de recouvrir I’ ensembl e des
carrés de coefficient de variation entre 0 et 1. De plus, |es distributions que nous avons
vues ne sont pas denses dans|’ ensemble des distributions, ¢’ est-a-dire quel’ on ne peut
pas approcher une loi quelconque aussi pres que I’ on veut. Pour cela, il existeleslois
de Cox qui nous serviront ultérieurement.

Loi de Cox

Le guichet de service se compose d'une suite de serveurs exponentiels, disposés
comme danslafigure C.7.
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FIGURE C.7 * La loi de Cox

L est le nombre de serveurs de laloi de Cox. Le temps de service de la m-ieme étape,
C est-a-dire du m-iéme serveur, est exponentiellement distribué de taux .. A chague
étape un client ala probabilité b,,, m=0..., L — 1 de continuer versle serveur suivant
et 1 —b,,, de sortir, ¢’ est-&-dire de terminer le service global.

S A =bgby... by _ 1, latransformée de Laplace delaloi de Cox est :

On peut exprimer cela par : f(t) est la convolution des différentes lois exponentielles
avec un poids correspondant aux probabilités vers la sortie du serveur. Si le client
passe directement de I’ entrée verslasortie avec la probabilité 1 — by, ladensité de ser-
vice est une fonction de Dirac.

Lesdistributions de Cox sont identiques aux distributions qui possédent une transfor-
mée de Laplace rationnelle. En particulier, les distributions d’ Erlang et les distribu-
tions hyperexponentielles sont des distributions de Cox. De plus, une somme de
distributions de Cox est une distribution de Cox.

Unedes propriétésimportantes des distributions de Cox est d’ étre dense dans|’ ensem-
ble des distributions, c¢’est-a-dire que toute distribution peut étre approchée d' aussi
prés que I’ on veut par une distribution de Cox. Cerésultat permettra, danstousles cas
gue nous pourronstrouver en modélisation, d’ éendre un théoréme en distribution gén-
éraleindépendante lorsqu’il est vrai pour les distributions de Cox. Ce sera en particu-
lier le cas pour les théorémes BCMP que nous verrons plus loin.

PROCESSUS DE NAISSANCE ET DE MORT
ET FILES ELEMENTAIRES

Un processus de naissance et de mort est une chaine de Markov pour laquelle, a partir
d'un état n, seuls deux états sont accessibles: lesétatsn+ 1 et n—1. Soit A, et W, les
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taux de naissance et de mort a partir de |’ état n, ¢’ est-a-dire que la chaine de Markov
peut se présenter comme dans lafigure C.8.

FIGURE C.8 ¢ La chaine de Markov

Nous avons |’ équation de Markov pour n>0':
(An+ M) P(N) =An_1 P(N=1) + y 4 1 P(N+ 1)
et Ao P(0) = iy P(1)

Cette chaine est ergodique si :

c'est-a-dire s au moinsapartir d un certain état, lachaine atendance arevenir versle
point 0. Si cette condition limite est vérifiée, on obtient :

Apreés normalisation, nous avons la solution générale :

La file M/M/1

La file M/M/1 est un processus de naissance et de mort mais avec des coefficients
constants :

1010
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7\4 =)\ i= 0, 1..

W=p j=12.

Nous obtenons la solution générale en posant p = A/, p étant I'intensité de trafic, et
en supposant que p < 1 pour que la chaine de Markov soit ergodique : P(n) = p"(1 -
p)-

Le nombre moyen de clients est obtenu facilement en calculant I’ espérance de cette
probabilité :

Pour obtenir le temps d’ attente moyen, il faut passer par I’ intermédiaire des transfor-
mées de Laplace. Latransformée de Laplace de laloi du temps de service s écrit :

Latransformée de Laplace de la convolution de | telles distributions est :

Latransformée de Laplace du temps de réponse est donc :

Mais cela n’est pas autre chose que la transformée de Laplace de la distribution
(M—2A) e (k=M L adistribution du temps de réponse est exponentielle de taux p— A.
Lamoyenne est obtenue par :

Il faut noter I’ égalitéentreN et T :

qui est une formule qui est toujoursvraie danslesfiles d’ attente et qui a été démontrée
par Little (formule de Little).
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La file M/M/1 avec dépendance de 1’état

Nous examinerons|e cas général ou le processus de naissance et de mort n’ est pas dég-
énéré. La file d'attente posséde des arrivées de Poisson de paramétre A, lorsque le
nombre de clients dans lafile est de n et des temps de service exponentiellement dis-
tribués de taux p, lorsgu’il y an clients danslafile d attente.

Lasolution est celle donnée par le processus de naissance et de mort que nous avons
étudié précédemment :

Il faut noter que ce résultat, assez simple pour une file complexe, est obtenu grace ala
propriété sans mémoire delaloi exponentielle. En effet, si nousregardons|e processus
de service au moment d’une arrivée, le temps de service moyen change et passe de
M1 &M, Comme le service est exponentiellement distribué, le temps de service qui
S est déja écoulé n’ a aucune influence sur le futur ; on peut donc recommencer le ser-
vice avec un nouveau taux sans modifier le comportement delafile. Pour une autreloi
guelaloi exponentielle, il est tresdifficile d’ exprimer le comportement d’ unefile avec
dépendance de I’ état : lorsqu’ un nouveau client arrive, il faut décompter la partie de
service déjafaite.

La file M/M/c

Nous avons toujours un processus de naissance et de mort dans lequel lestaux sont les
suivants:

A=A i=0,1..

Hp =M Hp= 2. P =Cl
w=cu si>c

Lacondition d’ ergodicité de lachaine de Markov estici A < c. Si cette condition est
vérifiée, nous obtenons :

ou P(0) est obtenue par normalisation.

La file M/M/eo

Lafile M/M/esposséde un nombre de serveurs toujours supérieur au nombre declients,
detelle sorte qu’ aucun client N’ ad’ attente. Le client rentre directement dans|le service
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et se présente al’ entrée de lafile suivant un processus de Poisson de paramétre .. Les
temps de service sont tous indépendants et exponentiellement distribués de taux L. Le
nombre de clients dans lafile est un processus de naissance et de mort, de taux :

A(i) = A pour tout i,
M(i) =i pour tout i.

La condition d' ergodicité du processus de naissance et de mort est toujours satisfaite
puisgu’il n'y a pas d' attente et la solution a |’ état stationnaire se calcule facilement :

ce qui donne:

On peut montrer que lafile plus générale M/G/-a exactement la méme solution. Le
processus de service ne dépend que de son premier moment. Cettefiled' attente M/G/e
seratrés utile pour modéliser les stations dont e nombre de guichets est suffisamment
grand pour qu’il n'y ait jamais d’ attente dans une file devant les serveurs.

Le nombre moyen de clients dans la file d’ attente ou encore ce qui est équivalent, le
nombre de serveurs occupés, est :

N=p

Il faut noter dans cettefile que, étant toujours stable, A peut étre supérieur apl. Lenom-
bre moyen de clients danslafile p peut bien siir étre supérieur a 1.

La file M/M/c/c

Ce systeme est unefile d attente avec un processus d’ arrivée de Poisson, un temps de
service exponentiellement distribué, un nombre de guichets égal a ¢ et une capacité
limitéeac. C'est un systéme avec perte : lorsqu’ un client arrive et trouvelafile pleine,
ce client est perdu. Le nombre de clients au tempst est un processus de naissance et
de mort de paramétre :

AK)=A sikdc et Mk)=0 sk>c

C'est encore une file d’ attente qui est toujours stable puisque la file ne peut dépasser
c clients. On obtient :
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dou,sip =Alu:

Cette formule a été démontrée par Erlang pour des réseaux téléphoniques. On a, en
particulier, laformule qui donne la probabilité que les ¢ serveurs soient occupés :

Il s'agit delaformuled’ Erlang. C' est encorelaprobabilité qu’ un commutateur téléph-
onique qui possede c-joncteurs, rejette des appels arrivant des abonnés.

File M/M/c/m/K

Cettefile d’ attente contient ¢ serveurs, lafile est globalement limitée am et le nombre
de clients qui peuvent I’emprunter est K. Nous supposerons que ¢ 8 m 8 K. Dans ce
cas, le taux des arrivées dépend du nombre de clients dans lafile. En effet, les clients
qui sont déja en attente dans la file ne peuvent plus y arriver par I’ extérieur. Nous
avons donc un processus de Poisson de paramétre A(K —n) ol n est le nombre de
clients présents dans le systéme. C'est de nouveau un processus de naissance et de
mort de parametre :

Ce systéme est toujours stable. On obtient la solution suivante :
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ssn>m P(n)=0.

Lavaleur de P(0) est obtenue par normalisation.

Quelques cas particuliers donnent lieu a des formules classiques que nous allons déc-
rire.

Lafile M/M/clc/K

Nous obtenons::

LafileM/M/UK/K

LafileM/M/c/K/K
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LES RESEAUX DE FILES D’ATTENTE

Les réseaux de Jackson

Nous avons étudié dans les paragraphes précédents des systemes simplesou il n'y a
gu'une seulefile d attente. Dans les réseaux de Jackson, nous prenons un modéle plus
général constitué de plusieursfilesd attente. Lesréseaux de Jackson sont soit ouverts,
soit fermés. Ils sont formés uniquement de files d’ attente avec des serveurs exponen-
tiellement distribués, et dansle cas ouvert, de clients arrivant de I’ extérieur suivant un
processus de Poisson. Nous allons, dans un premier temps, nous intéresser aux réseaux
ouverts et plus particulierement a un réseau constitué de deux files d' attente en série
comme dessiné dans la figure suivante :

FIGURE C.9 « Deux files d attente en tandem

Les arrivées forment un processus de Poisson de paramétre A et les temps de service
sont exponentiellement distribués de taux py et po.

Nous pouvons écrire I’ équation de balance globale pour ce systéme. Soit nq et n, les
nombres de clientsdanslesfiles 1 et 2.

Singetn,>0

(A + g + W) P(ng, o) =X P(ng —1,ny) + g P(ng + 1, np—1) + Yy, P(ng, Ny + 1)
Cette équation peut étre décomposee en sous-éguations que nous appellerons équat-
ions de balance locale :

A P(ng, o) = P(Ng, Ny + 1)

Hy P(ng, ng) = A P(n; -1, ny)

Hp P(ng, np) =Pl P (ny +1,ny— 1)

Lescasfrontiéres s’ écrivent :

(A +pg) P(n, 0) =1 P(n —1,0) + pp P(ny, 1)

(A + pg) P(O, np) = g P(1, ny — 1) + iy P(O, Ny + 1)
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A P(0,0) = py P(O, 1).

Lapremiere de cestrois équations fronti éres peut se décomposer en deux équations de
balancelocale:

A P(ng, 0) = g P(ny, 1)

Mg P(nl, O) =A P(nl -1, 0)

La seconde se décompose en :

A PO, ny) =y P(O, Ny + 1)

Mo P(O, np—1) = py P(1, Ny - 1)

Définissons plus formellement les équations de balance locale. Elles proviennent de
I’ égalité suivante : le flot de clients arrivant dans une station contenant n clients est

égal au flot des clients sortant de cette méme station en'y laissant n clients. Ces équat-
ions de balance locale ne font intervenir que I’ état d’ une seule file d’ attente alafois.

Dans I’ exemple précédent et dans le cas général,

Hy P (ng, o) =A P(ng -1, np)

correspond al’ équation de balance locale de la premiérefile;

H2 P(ng, ng) = by P(ng + 1,0y —1)

correspond a |’ équation de balance locale de la deuxiémefile ;

A P(ng, n) = pp P(ng, np + 1)

correspond al’ équation de balance locale d’ une file externe que nous noterons 0 et qui
peut étre interprétée comme la source des clients et le puits des clients.

Si I’ on trouve une solution a partir des équations de balance locale, cette solution sera
également vraie pour les équations globales. Par contre, si en les utilisant aucune solu-
tion n’est trouvée, il faut revenir aux équations de balance globale.

A partir des équations de balance locale, on trouve facilement la solution :
P(ny, np) = Py(ng) ? P(ny)

C'’est une solution en forme produit, c'est-a-dire le produit des solutions marginales
ou encore le produit de la solution de chaque file d’ attente.

Passons a un exempl e de réseau de Jackson plus compliqué avant d’ aborder le casgén-
éral. Soit le modéle décrit dans lafigure C.10.
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FIGURE C.10 * Le modeéle a I’étude

Les clients entrent par la station 1 qui posséde un guichet de service exponentiel de
taux py. Lorsgu’un client sort, avec la probabilité (1 —pq) il va vers |’extérieur (le
puits) et avec la probabilité p; verslasecondefile d' attente dotée également d' un ser-
veur exponentiellement distribué mais de taux . Lorsqu’ un client finit son service,
avec laprobabilité (1 —p,), il part vers|’ extérieur et avec la probabilité p, il reboucle
sur la premiére station.

Ecrivons |es équations de balance globale et de balance locale dans le cas ot ny et ny,
les nombres de clients danslesfiles 1 et 2 sont strictement supérieurs a 0.

(A + 1y + o) P(ng,np) = A P(ng -1, ny)
P PN +1,np-1)
+ U1 (L—py) P(ny +1,np)
tHpp P -1, +1)
+ 1l (1-pp) P(ng, np +1)
Lestrois équations de balance locale s écrivent :
A P(ng, np) = Hg (1—py) P(ng + 1, np) + pp (1 —p2) P(ng, np + 1)
Hy P(ng, np) =4 P(ng —1,mp) + P p2 PN =1, np + 1)
Hz P(ng, np) = g pg P(ng + 1, np - 1).
Lapremiere éguation correspond ala source/puits, ladeuxieme alapremierefileet la
troisieme ala deuxiéme file d’ attente.

On peut de nouveau découper les équations de balance locale en des équations appe-
|ées balance de station et qui permettent d’ obtenir des équations encore plus simples.
Ici, cette décomposition supplémentaire n’ est pas possible.

Si nous supposons que lasolution est e produit des deux solutions marginales, il nous
faut calculer les flux d'entrée A, et A, dans les deux stations. Nous avons les
équations :

M= +2p2

Aop=2r1p1

Si la solution est en forme produit, elle se présente sous laforme :
P(ny, np) =pyng (L—pg). pon2 (1-p2)
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On peut vérifier facilement sur les égquations de balance locale que cette solution est
exacte.

Réseau de Jackson ouvert
Soit le réseau de Jackson le plus général possible représenté dans lafigure C.11.

Il'y aN stations avec des guichets de service exponentiellement distribués de taux
p(ny), i = 1..., N. Autrement dit, le taux de service dépend du nombre de clients, de
telle sorte que des files du type «/M/C, peuvent composer le réseau. Le « indique que
le processusd’ entréen’ est pas déterminé puisqu’il provient desflux desautres stations
S gjoutant, le cas échéant, a un flux provenant de |’ extérieur. Les clients venant de la
source 0 se dirigent verslastation i avec la probabilité pg;. La source débitant suivant
un processus de Poisson, le flot Apg; est lui-méme un processus de Poisson. Nous
avons:

Soit pjj, 1 <n, 1§ <N + 1, la probabilité constante qu’ un client ayant termine d’ étre
servi par le serveur i sedirige verslafilej ou vers |’ extérieur (le puits) dénommé sta-
tion N + 1. Dans certains cas, on confond O et N + 1.

FIGURE C.11 * Un réseau de Jackson ouvert

Soit n = (ny..., ny) levecteur formé des nombres entiers n; & chacun des serveurs. Soit
encore a(n, i) un vecteur identique au vecteur n al’ exception de sa composante n; qui
est remplacée par (n; + 1), et soit b(n, i) un vecteur identique au vecteur n, al’ exception
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de sa composante n; qui est remplacée par (n, —1). Enfin, le vecteur c(n, i, j) est iden-
tiquean al’ exception des composantes n; et nj, lesquelles sont remplacées par (n; + 1)
et (n] - 1)

Les équations de balance globale al’ état d' équilibre ou égquation de Chapman-K olmo-
gorov s écrivent facilement :

ou 1 () =0siI'entier n; est nul et P(n) = 0 si le vecteur n contient une composante
négative. Ces équations peuvent se décomposer en éguations de balance locale. Pour
i =1...,, N, nousavons:

Si nous supposons toujours que lasolution a1’ état d’ équilibre est en forme produit, il
nous faut calculer le taux d’ arrivée A; danslafilei. Nous avons, pouri=1...,N:

Leflot des arrivées dans lafile i est compose de ce qui arrive de I’ extérieur et de ce
qui provient des diverses stations. Cela nous donne N équations a N inconnues.

Posons A = Ae. Lavaleur g peut étre interprétée comme le nombre moyen de passa
ges d'un client par lastation i. Nous obtenons le nouveau systéme :

qui peut s écrire sous forme matricielle :

e=p+eP

ol p = (Pog, Po2---+ PoN):

eP= (pij! i= 1...,N ,] =1..., N)

Comme le réseau est ouvert, la matrice P possede des lignes indépendantes et g est
complétement déterminé par les équationse = p + eP.
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Nous noterons P;(0) laprobabilité marginale pour lafilei d’ éredans|’ état vide et plus
généralement P,(n;) la probabilité marginale d’ avair n; clients dans lafilei.
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Théoreme
Un réseau de Jackson ouvert posséde une distribution de probabilité stationnaire, si
elle existe, donnée par :

oue,i=1... N est donné par lasolution unique des équations :

e=p+eP et

La condition nécessaire et suffisante d existence est P;(0) > O pour i = 1..., N,
c'est-a-direpouri=1...,N:limsup [Ag < (W)].

Lorsque les taux de service ne dépendent pas de I état de lafile d' attente, la solution
est plussimple:

La condition nécessaire et suffisante de stabilité est :
g <ppouri=1...,N.

La démonstration consiste a vérifier que la solution donnée dans le théoreme est bien
vérifiée par les équations de balance locale.

Des extensions sont possibles : par exemple, le taux des arrivées dans le réseau peut
dépendre du nombre global de clients dans le réseau :

Dans ce cas, la solution générale est donnée par :
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Une autre extension intéressante concerne lalimitation de capacité du réseau. Soit K*
le nombre maximal de clients que le réseau peut absorber. Si une nouvelle arrivée se
produit lorsque le réseau est saturé, le client arrivant est perdu. Celarevient a prendre
A(K*) = 0 dansla solution précédente ou, ce qui revient au méme, acalculer laproba-
bilité P(0) sur I'ensemble des états n tel que:

Réseau de Jackson fermé

Nous considérons toujours un systéme de N files d’ attente maisles stationsOet N + 1
sont reliées de telle sorte qu’ aucun client ne peut ni entrer ni sortir. Il y a un nombre
K constant de clients qui circulent entre les différentes stations. Comme pg; = 0, pour
calculer g nous avons arésoudre le systeme de N éguations a N inconnues :

dont lanotation matricielleest : e = eP.

Ce systeme n’a pas de solution unique puisque le déterminant de lamatrice P est nul.
Lavaleur de g ne peut étre déterminée qu’ a une constante prés. En effet, le nombre
moyen de passages d’ un client par une station i est infini puisgu’il n'y a pas de sortie
vers| extérieur.

Si pour une station déterminée m, on suppose e, = 1, on peut calculer en regard de
cette valeur le nombre moyen de passages relatifs dans les autres stations. Ou encore,
entre deux passages par la station m, on passera en moyenne g fois par les stationsi =
1...,N,i_m. Detoutefacon, lasolution générale ne dépendra pas de la constante pres
qui est utilisée dansle calcul dese,.

Les équations d’ équilibre global al’ état stationnaire s écrivent :

Théoréme
Un réseau de Jackson fermé possede une distribution de probabilité stationnaire don-
néepar :
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La démonstration s effectue toujours par vérification des équations de balance locale
ou globale.

Exemple d’application
Soit le réseau fermé de trois stations, représenté dans lafigure C.12 :

FIGURE C.12 « Exemple de trois files en réseau fermé

Les temps de service sont exponentiellement distribués de taux py, Ho et pz. Soit
encore K le nombre total de clients dans le réseau.

Appelons p, (respectivement ps) la probabilité qu’un client qui vient d’ étre servi par
le serveur 1 se dirige versle serveur 2 (respectivement 3), et p; = 1—(p, + p3) lapro-
babilité que ce client retourne directement dans la file d' attente de la station 1. La
matrice P = (p;;) devient :

Lasolution du systéme e = eP, en prenant e; = 1, est :
e =1
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€= P2,

3= Pa3.

Comme le systéme est fermé, les hypothéses du théoréme sont toujours satisfaites et
nous obtenons :

En multipliant I' expression de droite par pyn4, NOUS avons :

La constante de normalisation G’ (K) s obtient trés aisément :

Letaux d’ occupation du serveur 1 peut encore s écrire de lafagon suivante :

RESEAUX BCMP (BASKETT, CHANDY, MUNTZ
ET PALACIOS)

Lesrésultats obtenus pour lesréseaux de Jackson peuvent étre étendus dans des cadres
plus généraux, et en particulier sur les réseaux BCMP (d' autres extensions sont dév-
eloppées dans le tome 2 : réseaux de Kelly, réseaux “insensibles’).

Nous considérons toujours le réseau général représenté figure C.11. Mais, il peut
maintenant y avoir des classes de clients. Soitr = 1..., Rles R classes de clients. Les
probabilités d’ un acheminement de clients atravers|e réseau sont données par I’ inter-
médiaire d' une chaine de Markov de probabilité de transition :
P=(P,j,i=0..,Netj=1...,N+1r=1.,Retr =1...,R).

Laquantité p;, ;- exprime la probabilité qu’un client de classe r dans la station i soit
dirigé vers Iafiﬂ_ej glans laclasser’. Lesvaleurspoy jy', €t Piy (N + 1) SONt respective-
ment |es probabilités qu'un client de source r entre dans lafilej en classer’ et qu’'un
client delafilei sorte vers|’extérieur dans le puits avec laclasser'. Il est également
possible d'avoir une source et un puits unique pour I’ ensemble des classes de clients
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qui s’ exprimeraient par des probabilitésdetransition pg - €t pj; \ + 1, Mais cette prés-
entation est moins générale, car elle ne permet pas de différencier des flots d arrivée
dutype A, qui eux-mémes peuvent dépendre du nombre de clientsde classer al’intér-
ieur du réseau. Nous allonsy revenir.

Lesclients peuvent changer de classe au fur et amesure gu’ilsavancent dansle réseau.
Nous alons, dans un premier temps, différencier les classes de clients qui appartien-
nent a une méme chaine : soit larelation d' équivalencer . r' : retr’ appartiennent ala
méme classe d’ équivalence appelée chaine si un client de classe r peut a un instant
ultérieur quelcongue, devenir un client delaclasser’. Nous allons avoir une partition
des classes de clients en | chéines.

Exemple

Lesclientsde classe 1 entrent dans la premiérefile d' attente, ils rebouclent en classe 2 et
ils vont vers la deuxiéme file en classe 3. Les clients de classe 3 sortent ensuite vers
I’ extérieur. Ce modéle permet defaire passer exactement deux fois chaque client dansune
filed attente. Lesclasses 1, 2 et 3 forment une chaine. Les clients de classe 4 entrent dans
la premiére file d' attente et ces clients sont envoyeés automatiquement vers la deuxieme
file dans laquelle ils rentrent en classe 5. (11 aurait été équivalent de supposer que les
clients de classe 4 entrent dans ladeuxiémefile en classe 3, s I'on n' a pas besoin de dis-
tinguer les clients de cette deuxiéme file). Les clients de classe 4 et 5 forment une
deuxiéme chaine.

FIGURE C.13 « Exemple de chaine

Dans le cas d'un réseau BCMP ouvert, le processus des arrivées de nouveaux clients
dans le réseau suit une loi de Poisson avec deux types de paramétres possibles :

* M(K) lorsgu’il y aglobalement K clients dans le réseau,

* Ai(K) lorsgqu'il y aK; clientsde lachalinei dans le réseau.

Si I’on définit des arrivées par classes de la forme A,(K,), il faut nécessairement se
ramener a des chalnes ; si I’ on ne peut pas, il n'y aura pas de solution du type BCMP.

Dans lasuite, lorsque |’ on €crit py, j» celadesigne un client provenant de lasource de
la chaine a laquelle la classe r appartient. On définit également des chaines pour les
résealix fermés. Lorsgue certaines chaines sont ouvertes et d’ autres fermées, le réseau
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est dit mixte.
Désignons par g, lasolution du systéme::

Laquantité e, donnele nombre moyen de passagesd’ un client declasser danslafilei.
Définissons encore les types de files d attente qui sont acceptables pour le réseau
BCMP. Il y enaquatre :

« type 1 : ladiscipline de service est premier arrivé — premier sorti (FIFO), la station
aun seul serveur et le temps de service est exponentiellement distribué de méme
moyenne pour toutesles classesde clients. Si lastation i possade un tel serveur, nous
noterons par 1 (n;) le taux de service, s'il y an; clients dans la station (y compris
celui qui est au service).

* type 2: la discipline est temps partagé (PS processor sharing) ; un client recoit 6
fraction de seconde de service par seconde et revient a la derniere place de lafile
d attente si le service n' est pas terminé durant cet intervalle de temps. Ce quantum
6 doit tendre vers 0 pour que la discipline de service temps partagé soit effective. La
distribution du temps de service peut ére une loi de Cox, distincte pour chague
classe de client.

« type 3 : lenombre de serveurs de lafile d attente est suffisant pour qu'il y en ait tou-
jours un de libre. Cela se traduit par la disponibilité immédiate d’'un serveur
lorsqu’ un client se présente danslafile. Les distributions de service sont deslois de
Cox, digtinctes pour chaque classe de clients.

* type 4 : ladiscipline de service est dernier arrivé — premier servi avec une priorité
préemptive : lorsqu’un client arrive dans la station, il va directement au service et
celui qui y était revient en téte delafile d' attente et reprendra son servicelaouil I'a
laissé. De nouveau, la distribution de service est une loi de Cox, distincte pour les
différentes classes de clients.

Pour définir I" état du systéme, il faut non seulement connaitre le nombre de clients de

chaque classe, mais également la position des clients dans la file d’ attente. Soit trés

généralement :

n=(q..., Ny)

le vecteur d’ état du réseau définissant chaque station.

Lorsgue la solution ne nécessite pas de connaitre |es classes de clients, n; serale nom-

brede clientsdanslafilei et pourra étre décomposé en nj, avec nj = X nj,, ol n;, est le

nombre de clients en classe r dans la station i. En revanche, pour avoir une
connaissance plus précise de I’ état de la station, nous définissons:

e typel
n= (ril..., rini)

ol r;; est la classe du j-ieme client en attente dans la station i dans |’ ordre premier
arrivé - premier servi (FIFO).

e type20u3
m=((ri1, S0---» (ring, sm))
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ol rj; est la classe du j-iéme client en attente suivant I ordre d'arrivée et ;; I étape
du modéle de Cox.

* typed
N = ((fin, Sip)---» (ring, Sy))
ou r;; et 5; sont identiques a ceux définis danslestypes 2 et 3 mais|’ ordre desr;; est
défini parladiscipline de service dernier arrivé - premier servi avec priorité absolue.

Soit encore:

ou bien, dans |e cas de taux d’ entrée dépendant de la chalne:

Définissons |es paramétres de laloi de Cox. Laquantité |;, est le nombre total de ser-
veursdelaloi de Cox pour un client de classer danslastationi ; lam-ieme étape sera
notée by, et A, Seralaprobabilité pour gu’ un client de classer danslastationi attei-
gne lam-iéme éape. Enfin, nj;, est le nombre de clients & la m-iéme étape de classe
r dansle serveur i.

Théoréme
Lasolution al’ état stationnaire (S'il existe), d’'un réseau BCMP est donnée par :

Le théoréme est trop général pour étre applicable facilement. Si I’on S'intéresse auix
nombres de clients dans chaque file, nous obtenons e théoréme simplifié :




Réseaux de files d’attente [ NG

Cela peut encore se simplifier s nous ne nous intéressons qu’au nombre global de
clients dans chague file, sans dépendance du taux des arrivées.

ol p; est letaux d' utilisation du serveur delafilei, donné par :

Ladémonstration de cesthéorémess effectue en vérifiant queles éguations de balance
locales sont bien vérifiées.
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